分裂的でない場合のGIT stratification について by 田嶋 和明







論 文 内 容 要 旨 
 
氏  名          田嶋 和明 提出年 平成２７年 
学位論文の 
題   目 
On the GIT stratification in the non-split case  
(分裂的でない場合の GIT stratification について) 
 
論 文 目 次 
§1. Introduction 
§2. Notion regarding algebraic groups 
§3. Notion of prehomogeneous vector spaces 
§4. Review on Geometric Invariant Theory 
§5. Kempf ’s result 
§6. Proof of the main theorem in the split case  
§7. Proof of Theorem 6.9 
§8. Proof of the main theorem in the non-split case 
§9. Examples of GIT stratifications 
 
                                      内 容 要 旨  
 





を任意の完全体， を 上の連結簡約群， を 上定義された の有限次表現とする．群 の極
大分裂トーラスを とし， 上には が対角に作用する座標をとる． ，
と定義し， を 上の相対ワイル群不変な内積として固定する．
にはワイル部屋を選んでおく． 
ベクトル空間 の座標の 0 でないウェイトの集合 の凸包で 0 を含まないものを考えたときに
をその凸包の点で原点と一番近いものとする．このようなベクトル としてはワイル部
屋に入るものだけを考える．集合 を動かすときに，上記のように構成される たちのなす集合
を とする． に対して， を凸包の縁に座標を持つような の部分空間， を凸包の外
に座標を持つような の部分空間と定義し， とおく． 
内積 によって と を同一視したときに に対応する 1 パラメータ部分群で原始的なも
のを とかく．また， に対応する指標で原始的なものを とかく．群 の放物部分群 
 
のレビ部分群 の部分群として を定義する． の作
用 
                                                                          (NO．2)                                                                                                                             
に関する安定性によって ，したがって を定義し， とおく． は空集合にもな
りうることに注意せよ． 









1980 年代初頭に Kirwan と Ness によって完全に代数的な状況で GIT stratification の研究がな
された．ここで，我々が「GIT stratification」と呼ぶのは幾何学的不変式論(GIT)の意味で安定性
を考えたときの不安定点全体の stratification のことである． 
Kirwan の主目的は GIT stratification を用いて同変コホモロジー群を計算することであった．一
方で Ness は，GIT stratification をより幾何学的不変式論に関連付けて研究した．特に，Ness は
モーメント写像の凸性と GIT stratification を関連付けて研究した． 
分裂的な場合の GIT stratification の有理性については，Kirwan と Ness の研究及びより以前の





ル空間とは，元々1960 年代に佐藤幹夫によって導入された概念であるが，その標数 0 の代数閉
体上での分類は，既約表現の場合に佐藤幹夫と木村達雄によって得られた．また，その場合に，





卓郎によって導入され， 佐藤-新谷，新谷などによって研究された．特に，新谷は 2 変数 3 次形
式の空間，2 変数 2 次形式の空間の場合にゼータ関数の主要部の項を決定した．雪江は，新谷が
用いた方法を群が の場合に拡張するために GIT stratification を組織的に用いる方法を提案
し， 変数 2 次形式の場合を含むいくつかの空間についてそのゼータ関数の主要部の項を決定し
た． 
群として直交群やスカラー制限を考えればこれらの群は分裂的ではないので，そのような場合
の GIT stratification も考えることは整数論的に自然である．群が基礎体上に分裂していない場合，
例えば を 2 次拡大とするとき， に成分を持つ  Hermite 行列の対の空間に対する 
GIT stratification は，この空間のゼータ関数の考察のために雪江により具体的に決定されていた． 
しかし，この空間は 2 元 2 次形式の対の空間(これは基礎体上に分裂している) と同じウェイト
を持つので，本論文の主結果によれば後者の空間に対する凸包による構成により前者の空間の
GIT stratification も決定できることがわかる．このように，ウェイトが同じ空間に対しては，分
裂的でない場合の GIT stratification を分裂的な場合に帰着させて考えることができる． 
 
最後に，証明の概略について述べる． 
を含む 上定義された の極大トーラス をとる．分裂的な場合は本質的に Kirwan と Ness に
よって証明されたが，その概略は次のようになる． 
が不安定点であるとすると， が「一番悪い方向」に退化する 1-パラメータ部分群 が
Kempf によって構成されている． を対角化して の 1-パラメータ部分群と見做すと，対応する




が 有理点の場合，上のような は 上の 1-パラメータ部分群であることがやはり Kempf によ
って証明されている．そして， は有理的に対角化できる．今の場合「一番悪い方向」というの
は の座標の 0 でないウェイトの凸包と原点に一番近い点になっているが，その点は既に の元
であるので から への直交射影を考えても変わらない．直交射影を考え
ても に関するウェイトの線形結合は に関するウェイトの線形結合になるだけなので，結局 が
のなかで凸包を作ったときに原点から一番近い点になることが示される．  
以上の議論において注意することは， の作用を対角化する変換と の作用を対角化するとい

















 連結簡約群の極大トーラスが分裂的の場合には、1980 年代初頭にF.C.KirwanやL.Ness により
GIT stratificationが導入され、その有理性はG.Kempfの研究に従うことが知られていた。本博
士論文では、連結簡約群の極大トーラスが必ずしも分裂的でない一般の場合に、 GIT 
stratificationの有理性を拡張したものである。特に、有理性に関しては今まで見過ごされてき
た問題であり、非常に意義がある。 
 数論的に興味のある概均質ベクトル空間の場合には、連結簡約群の極大トーラスは一般的に分
裂的でないので、本博士論文における考察は単に代数幾何学的というだけではなく、数論的にも
新しい知見を与えている。概均質ベクトル空間のゼータ関数を利用した数論的対象の密度定理へ
の応用などに繋がるものである。 
 以上のことから、本博士論文は田嶋氏が自立して研究活動を行うのに必要な高度の研究能力と
学識を有することを示している。したがって、田嶋和明氏提出の博士論文を、博士（理学）の学
位論文として合格と認める。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
